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A káosz statisztikus tulajdonságai

Vattay Gábor©

Differenciálegyenletek

Közönséges differenciálegyenlet (csillapított harmonikus oszcillátor)

Parciális differenciálegyenlet (diffúzió):

Nemlineáris differenciálegyenlet

Leng
�

 inga:

Ekvivalens egyenletek nemlineárisak (jobb oldal nemlineáris):

Ábrázolás: fázistér, trajektória

Nemautonóm differenciálegyenletek

Gerjesztett harmonikus oszcillátor:

Autonóm n+1 változós differenciálegyenlet!

Különös attraktor (Lorenz 1963) A világ dinamikai leírása
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Kaotikus mechanikai rendszerek Nemlineáris térelméletek

Ikeda leképezés
Nyújtás és visszahajtás 

a kaotikus dinamika alap elemei

A klasszikus káosz tulajdonságai: érzékenység a 
kezdeti feltételekre és az információ termelés Alacsony dimenziós attraktorok
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Milyen célkit zéseink lehetnek?

Egydimenziós nemlineáris 
rendszerek

Egydimenziós rendszerek

Megoldásuk többnyire egyszer� :

… azonban keveset tudunk meg a megoldások viselkedésér
�

l

Geometriai gondolkodásmód

Sebesség a hely függvényében:

Viselkedés id
�

ben:

Viselkedés térben:

Fix pontok és stabilitás

Fázisportré:

Lineáris stabilitás analízis

Linearizált egyenlet:

Megoldása exponenciálisan n
�

, ha f’(x*)>0
Exponenciálisan kihal, ha f’(x*)<0. h(t)=h(0)ef’(x*)t

Karakterisztikus id
�

: t =1/|f’(x*)|
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Feladatok

• RC kör elemzése
• f(x)=x-cos(x)
• Populáció dinamika f(x)=rx(1-x/K)
• f(x)=-x3 ,  x3, x2, 0 , 1+x2 patológiái

Potenciál mozgás, oszcillációk hiánya

A potenciál id
�

ben mindíg
csökken.  A megoldás a 
minimum feléegyenletesen
közeledik, oszcilláció nem
lehetséges.

Differenciálegyenleteknumerikus
megoldása

Euler módszer:

Javított Euler: próba

igazi

Negyed rend�  Runge-Kutta módszer (standard):

Iterációs lépés:

Bifurkációk

• Egyensúlyi pontok kvalitatíve meghatározzák a dinamikát. De mi 
történik, ha változtatjuk a rendszer paramétereit ?

• Egyensúlyi pontok keletkezhetnek, eltünhetnek vagy stabilitásuk
megváltozhat.

• Kontroll paraméter, bifurkáció, bifurkációs pontok
• Pl.: rúd kihajlása a terhelés növelésének hatására

Nyereg-csomó (saddle-node) bifurkáció

b

Bifurkációs diagrammok

Fixpontok jellege és helye
r függvényében:

Berajzoljuk a fixpontokat
Az x-r diagrammba:
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A bifurkációs diagramm

Megfordítjuk a két tengelyt. Vastaggal jelöljük a stabil,
szaggatottal az instabil fixpontokat

Normál alakok, feladat:

…általában pedig:

Normál alak:

Transzkritikus bifurkáció

Ha minden paraméter esetén létezik egy bizonyos fixpont, 
csak a stabilitása változik meg. Normál alakja:

Mutasd meg, hogy
normál alakja a transzkritikus bifurkációéval megegyezik! 

Feladat:  

Transzkritikus bifurkációs diagramm: A determinisztikus káosz kísérleti 
kimutatása 



6

Teljesítmény spektrum, autokorreláció, 
Poincaré leképzés

Néhány egyszer kaotikus 
rendszer

Periodikusan lökdösött rotátor

F

• A logisztikus leképezés:
xn+1=rxn(1-xn), Formálisan K�� G/K=1 és 

f(x)=(r-1)x-rx2

• A Hénon leképezés:
xn+1=1-ax2

n+yn

yn+1=bxn

• Chirikov leképezés
f(x)=-sin(x), T=1, y=p, x=J
pn+1=pn-Ksin(J n)
J n+1=J n+pn+1
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Szakaszonként lineáris leképezések

• A Bernoulli Shift

xn+1=s(xn)=2xn mod 1; n=0,1,2…

• x0=� n=1
� an2-n (0,a1a2a3…) 

ahol an vagy 0 vagy 1

• s(x0)=2x0 ha a1=0 és s(x0)=2x0-1 ha a1=1 �
(0,a2a3a4…)-ba megy át.

• Érzékeny a kezdeti feltételekre

• Minden pénzfeldobási sorozathoz találhtunk olyan 
x_0-t, hogy az éppen megvalósítsa

• Ergodicitás:

A Ljapunov exponens A sátortet  leképezés Ljapunov exponense

l= log(2r)=log(2(r-rc)+1)� (r-rc); rc=1/2

Az invariáns mérték

Felírhatók vele az id
�

átlagok:

Az invariáns mérték a statisztikus fizikai termodinamikai 
átlagolással analóg:

Hogyan számíthatjuk ki az invariáns 
mértéket?

• Példa: 
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Az autokorrelációs függvény
Az autokorrelációés a Frobenius-Perron

operátor

Determinisztikus diffúzió Determinisztikus diffúzió (2)

Determinisztikus diffúzió (3) Determinisztikus diffúzió (4)
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Determinisztikus diffúzió (5) Determinisztikus diffúzió (6)

A káoszhoz vezet „intermittencia” út

Különös attraktor (Lorenz 1963)

Az intermittencia mechanizmusa I típusú intermittencia
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Az I típusú intermittencia mechanizmusa
I típusú intermittenciaa logisztikus

leképezésben

A lamináris szakaszok hossza

Az intermittencia típusai
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1/f zaj intermittens rendszerekben

Az 1/f zaj generálási mechanizmusa Az 1/f kitev i

• P(l)=P(0)l-z/(z-1)

I típusú intermittenciaa Bénard
instabilitásban

III. típusú intermittenciakísérleti 
megfigyelése
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Különös attraktorok disszipatív
dinamikai rendszerekben 

A disszipáció kiszámítása

Dimenzióredukció

• r=28, s=10, b=8/3

Hausdorff
Dimenzió

Különös attraktor
• Eckmann és Ruelle 1980-81
a, legyen attraktor (korlátos térfogat a fázistérben, 

végtelen hosszú id�  után minden pálya vonzódjon 
hozzá a vonzási tartományban) és ne legyen 
kisebb attraktorokra bontható

b, rajta tetsz� legesen közelr� l induló pályák 
távolsága váljon makroszkopikussá elegend� en 
hosszú id�  alatt

c, strukturálisan stabil és generikus (létezzen a 
paraméter tér nem nulla mérték�  tartományán)

Az ilyen objektum mindig fraktál

Disszipatív
leképzések

x(n+1)=G[x(n)] 

disszipatív, ha

|J|=|det(¶ Gi/¶ xj)|<1

Hausdorff dimenzió

D=1+Dy=1+ln(2)/ln(a) 
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A disszipatív
Hénon leképezés

xn+1=1-axn
2+yn   

yn+1=bxn

J=|b|<1 

pl.: b=0.3, a=1.4

D=1.26

A Kolmogorov entrópia

A Ljapunov exponens több dimenzióban
A Ljapunovexponens és a Kolmogorov
entrópia kapcsolata (Pesin tétele, 1977)
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Az attraktorok általánosított dimenziói A korrelációs dimenzió mérése

A beágyazási dimenzió
A determinisztikus káosz és a küls zaj 

megkülönböztetése

A Kaplan-Yorke sejtés

DB=1+l 1/|l 2|

Általánosított entrópiák
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Periodikus pálya elmélet

Átlagolás az általános esetben

A szökési ráta kiszámítása
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