A kaosz statisztikus tulajdonsagai

Vattay Gabo?

Differencialegyenletek

Kdzonséges differencialegyenlet (csillapitott harmasikszcillator)
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Parcialis differencialegyenlet (diffuzio): — = -

Nemlinearis differencialegyenlet
Leng inga: i+ %sin(a:) =0
Ekvivalens egyenletek nemlineéarisak (jobb oldal nemliisa
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Abrazolas: fazistér, trajektoria

Nemautoném differencialegyenlete

Gerjesztett harmonikus oszcillator:

x1 =x, o =4 65 Uj trikk: g3 =1

#] = @0
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Autoném n+1 valtozdés differencialegyenlet!
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Kilonos attraktor (Lorenz 1963)
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A vilag dinamikai leirasa

Number of variables ——




Kaotikus mechanikai rendszerek

EXAMPLES OF CHAOS
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Nemlinearis térelméletek

Navier- Stokes
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Ikeda leképezés

Nyujtas es visszahajti
a kaotikus dinamika alap elemei

(Poincard 1882)

Chaos s everywhere
———— |

Chaos = streteh
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kezdeti feltételekre és az informacié termel
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A klasszikus kaosz tulajdonsagai: érzékenység al
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Alacsony dimenzios attraktorok

DISSIPATION
= Low DIMENSIONAL DYNAMICAL.
ATTRACTOR SYSTEN

PHASE SPACE

DIsSIPATION z{

N
NO FORCING LOw DIMENSIONAL )
ATTRACTOR. |
. [75]—
PoINCARE. )
SECTION L
I-DIMENSIONAL. ITERATIVE
MODELS
FORCING Moo Lockines,
"

PERIOD DouBLINGS




Milyen ceélkitizéseink lehetnek?

WHAT IS THE PROBLEM

DETERMINISTIC” =
st

Egydimenziés nemlinearis
rendszerek

Egydimenzids rendszerek

Megoldasuk tdbbnyire egyszer

z=sing
d,
dt = .‘E
sSin
t= /csc zdr=—In|cscx+cote | +C

CSC xg + cot g

t= In‘
cscx + cote

... azonban keveset tudunk meg a megoldasok viselkedés

=

Geometriai gondolkodasmaod

Sebesség a hely figgvényében:

Viselkedés térben:

g
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Fix pontok és stabilitas

Féazisportré:

i

Fix pont: f(z*)=20

Egyenslyi megolds: #(0) = * — x(t) = &

Linearis stabilitas analizis

0j valtozo: n(t) = z(t) — z*.
=S ) =
=i = @) = {4 )
FE+n) = 5@ Haf (@) +0057)
0= nf@") + 00
Linearizalt egyenlet:

Megoldéasa exponencialisan,rha f'(x')>0
Exponencidlisan kihal, ha f{¥<0. h(t)=h(0)&" )t
Karakterisztikus id: t=1/|f'(x")|




Feladatok

Potencial mozgas, oszcillaciok hianya
* RC kor elemzése
 f(X)=x-cos(x)
* Popul&cié dinamika f(x)=rx(1-x/K)
o f(x)=-x3, ¥ x2, 0, 1+X patologiai
.f(:v):*d‘;(:]c)" Vi) = - [" ! . o
v A potencidl id ben mindig
AV (z(t)) _ av (z(t)) de csokken. A megoldéas a
dt di  dt minimum feléegyenletest
av Va2 kozeledik, oszcillacié nefn
i (W) <0 lehetséges.
Differencialegyenlete numeriku: . L
ay Bifurkaciok

megoldasa

Euler médszer: «(tn + At) = Tyl = 2n + flan) 0t

Javitott Eulerd, 41 = .+ flax) At proba

1 L
Tpy1 = m1y,+§[f(rn)+f(:?”+1)} At igazi

Negyed rend Runge-Kutta médszer (standard):

k1 = flaan)Art Iteracios lépés:
1
ko = f(fn+§k1)At 1
@41 = an + =(k 2k 2k k4
by = f(:v,1+%k‘2)Af Tntl =2 +6( 1+ 2ko + 2k3 + k4)
ka = f(an+k3)At

« Egyensulyi pontok kvalitative meghatarozzak a dinamiké mi
torténik, ha valtoztatjuk a rendszer paramétereit ?

< Egyensulyi pontok keletkezhetnek, eltiinhetnek vaglyiktasuk
megvaltozhat.

« Kontroll paraméter, bifurkacio, bifurkaciés pontok
« Pl rud kihajlasa a terhelés novelésének hatasara

beam "buckles”

Figure 3.0.1

Nyereg-csomo (saddle-node) bifurkéjmo
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Fgure 3,11

&=r—4+ 22
Ha r > 0, akkor nincs fixpont. Ha r < 0, akkor
két fixpont van z* = £/ —r. Az egyik stabil, a
masik instabil (#'(«*) = 22*). A bifurkacio » =
0-ndl kdvetkezik be, ahol fél stabil az egyetlen
fixpont. Hasonldan viselkedik az & = r — 22
egvenlet.
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Bifurkaciés diagrammok

Fixpontok jellege és helye
r figgvényében:

Berajzoljuk a fixpontokat
Az x-r diagrammba:




A bifurkacios diagramm

Megforditjuk a két tengelyt. Vastaggal jeldljik a stabi
szaggatottal az instabil fixpontokat

Normal alakok, feladat:

Vizsgadljuk meg az # = r —x — e~ * egyenletet!
A fix pontok: 0= f(z)=r—xz—e "

A bifurkdcios pontban: 0= f/(z) = -1+ e ¢
Ez 3} = 0 és r. = 1 esetén teljesiil.

A bifurkdcios pont kérnyékén

1772 JI72
t=r—e¢—|l-o+—+--|m"r—rc——
+2+ =5

...altalaban pedig:

Egyenlet: & = f(x,r)
Fixpont: 0 = f(z*.r)
Bifurkacios pont: 0 = f/(a},r¢)

Bifurkacio kdzelében:
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Normal alak:

&= odr —re) + Blw — ;1;2)2 + -

Transzkritikus bifurkacio

Ha minden paraméter esetén létezik egy bizonyos fixpont,
csak a stabilitasa valtozik meg. Normal alakjas- ry — 22

Az + < 0 paraméter esetén instabil fixpont
x* = r, ¥ = 0 pedig stabil. » = 0 ndl egy
fél stabil fixpontta olvadnak. r > O-ra «* =0
valik instabilla és z* = + lesz stabil. Jelenség:
stabilitds kicserél8dés.

Feladat:

Mutasd meg, hogy G =m(l —a2?) —a(l — e_b"f)
normal alakja a transzkritikus bifurkaci6éval megegikzi

Transzkritikus bifurkaciés diagramm:

A determinisztikus kaosz kisérleti
kimutatasa




Teljesitmény spektrunautokorrelaci,
Poincaré leképzés
a(w) = lim_ /OT dte™!z(t)
P(w) =| z(w) |2
Z=F(ZA); 2= (21,72, ..04)

#(n+1) = GlE() AL E(0) = [#1(n), .2a_1(n)]

Néhany egyszérkaotikus
rendszer

Periodikusan 16kdosott rotator

o
G+ Te=Kf(p) Y 8(t—nT),n egész
n=0
T=py=¢
Vnp1 =e "Tlyn + K f(@n)]

T
Ly o+ K f )]

Typ1 = Tn+

ST -1
Lp41 = Tn + ?yniﬂ

* A logisztikus leképezés:
Xpe1=rX(1-X,), Formalisan K G/K=1 és

f(x)=(r-1)x-rx2

* A Hénon leképezés:
Xni=1-28+Y,

Yne1=b%,

 Chirikov leképezés
f(x)=-sin(x), T=1, y=p, x3
Pre=PyKsin(d )

Jne1=d it Pnss




¢ X= a1 &2"(0,8858s..)

ahol g vagy 0 vagy 1

e 5(Xg)=2x%, ha 3=0 éss(x;)=2x%,-1 ha g=1
« A Bernoulli Shift (0.385,...)-ba megy at

» Erzékeny a kezdeti feltételekre

« Minden pénzfeldobasi sorozathoz talalhtunk olyan
x_0-t, hogy az éppen megvalésitsa
» Ergodicités:

1”4
=

Szakaszonkeént linearis leképezés:

Xni1=S (X)=2%, mod 1; n=0,1,2...

A Ljapunov exponens A satorted leképezés Ljapunov exponerjse

1= log(2r)=log(2(r-p)+1) (r-ry); r=1/2

i i3 Artd H n szamithatjuk ki az invaria
Az invaridns mérték ogyan szamithatjuk ki az invaria

mértéket?
A () invarians mérték megadja a leképezés ont1(y) = /d15[y*f(r)]gu(r)
iteradltjainak z,41 = f(zn),n = 1,2,.. siri
seget:

1
o) = [ desly — F(@)le(a)
N )
o) = Jim =3 ol — £i(ao)]
NI &

i « Példa:
Felirhatdk vele az icatlagok:

1N 1N 1
(0) = Jim 5 3 o) = im0 gl o)) = [ dee()g(a)

Az invarians mérték a statisztikus fizikai termaatimkai
atlagolassal anal6g:




Az autokorrelacios fliggveny

. 18
Cp = ld[}“gQﬁi:O(Ii-f—m —{2))(zi — (x))

Cm = /; dro(z)xfM(z) — {/01 drg(m)z}z

Az autokorrelaci és aFrobeniu-Perror
operator

[doaf"@)ete) = [daeta)e [ dyaly-1"(@)) =
[ o= falblor £ @)lds; = dly-F2(@)] = £(3.2)

[ dadyyply-f" @Naete) = | dady = [ dudyy™(y.2)aol)
Frobenius-Perron operdtor: L{y,z) = d[y—f(z)]

Determinisztikus diffazié

Determinisztikus diffazio (2)

Determinisztikus diffazio (3)

Determinisztikus diffazio (4)




Determinisztikus diffazio (5)

Determinisztikus diffazio (6)

A kdoszhoz vezét, intermittencia” Ut

KUloénos attraktor (Lorenz 1963)

T = o(y—x)
) T — Y — X2

z = xzy— bz

Az intermittencia mechanizmusa

| tipusu intermittencia




Az | tipusu intermittencia mechanizmug

a

| tipusuintermittencii alogisztikus
leképezésben

A laminaris szakaszok hossza

Az intermittencia tipusai

10



1/f zaj intermittens rendszerekben

Az 1/f zaj generalasi mechanizmusg

a

Az 1/f kitewoi

« P()=P(0)iz/=D)

| tipusuintermittencii a Bénarc
instabilitasban

[I. tipusuintermittencii kisérleti
megfigyelése
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Kilonos attraktorok disszipativ
dinamikai rendszerekben

A disszipéaci6 kiszamitasa
z=F(z),z = (x1,Tp.....7y)

Disszipacié: dV/dt < O Lorenz attraktornal:

dv
= t1tpv<o

megoldasa:

V() = V(o)ef(!"*'l-i-b)l

) ., ., Hausdorf
Dimenzioredukcid . .
Dimenzio
. r=28,5=10, b=8/3
v Disszipati
Kulonos attraktor SZIp:
leképzések

« Eckmann és Ruelle 1980-81

a, legyen attraktor (korlatos térfogat a fazistérben
végtelen hosszl idutan minden péalya vonzédjon
hozza a vonzasi tartomanyban) és ne legyen
kisebb attraktorokra bonthaté

b, rajta tetszlegesen kozell indul6 palyak
tavolsaga valjon makroszkopikussa elegemd
hosszu id alatt

¢, strukturdlisan stabil és generikus (létezzen a
paraméter tér nem nulla mértélartomanyan)

Az ilyen objektum mindig fraktal

X(n+1)=G[x(n)]

disszipativ, ha
[J|=|det] G/ x))|<1

Hausdorff dimenzié

D=1+Dy=1+In(2)/In(a)
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A disszipati
Hénon leképezés

Xn+1:1'a)§12+yn
yn+1:bxn

J=|bl<1

pl.: b=0.3, a=1.4

D=1.26

A Kolmogorov entrépia

Shannon entrépia:
§=-3 Plog P;
2
Osszuk a fazisteret ¢ dobozokra, az idét T
darabokra. Legyen F; ; ;, a vsze. hogy z(t)
az ip-ban van, z(t + kr) pedig i,-ban van.

Kn=— 3 Pigi,..in 09 Pigi ..o
iQyiLyeersin
1 M=t
K= !|n?)II|m lim — (Kpa1 — Kn)

t=0[=0 N—oe NT ‘=,

1
K = lim lim lim —Ky
t—0{—0N >oc NT

A Ljapunov exponens tobb dimenziébg

n 1/n
A i /
e = nle{,C (]}:{0 | f'(zn) ‘)

1/n
n ‘
AL A Ay . fey o - N
(e, e?2, . eM) = y,]lm (a sajatértékek nagysaga | J(lk))

k=0
J(z) = (‘9/ i

)

D

n

A Ljapuno\ exponens és Kolmogoro\
entropia kapcsolata (Pesin tétele, 197

K= /ddTQ(’I‘)Z)\j»(T)
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Az attraktorok altalanositott dimenziL')i

A korrelaciéos dimenzié mérése

A beagyazasi dimenzid

ax(t —T)

T L

A determinisztikus kaosz és a kiilzaj
megkulonboztetése

A Kaplan-Yorke sejtés

Dg=1+ 4/|l 5

Z?:1 /\1‘

Dy =7+
[ A1l

Altalanositott entropiak

11 ¢
U § q
Ko =i 23109, 2 Plioin
11582080

K=K

Kq < Kgphagy < g1
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Periodikus palya elmélet

Atlagolas az altalanos esetben

A szokési rata kiszamitasa
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